Das Ziegenproblem

Ein Bauer besitzt eine Ziege und
eine kreisformige Wiese, auf der er
diese Ziege weiden lassen mochte.
Die Ziege wird mit einer Leine an
einem senkrechten Pfahl
festgebunden, der exakt auf dem
Rand der Wiese steht. Welche
Ldnge muss die Leine haben,
damit die Ziege gerade die Hilfte
der Fldache der kreisformigen
Wiese abgrasen kann? (Die Ziege
und der Pfahl sind als punktférmig

anzusehen.)

Z F (ges. Kreis)

Die der Ziege zugangliche Flache ist
die Schnittflache A zweier Kreise.
Der um M; mit Radius r
beschreibe die Wiese. Der Kreis Z
um den Mittelpunkt M, auf K
beschreibt den Aktionsradius R der
Ziege. R entspricht der gesuchten
Lange der Leine. Die Flache der

Wiese (gesamter Kreis) betragt

F =n xr?. R muss so gewahlt

werden, dass gilt: A=1F =1lnxr’,
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Die Schnittflache A ergibt sich als Summe
der beiden und A: A=A + A,
A ist ein Segment des Kreises K, A ein
Segment des Kreises Z.

Entsprechend der Formel zur Berechnung
der Flache von Kreissegmenten gilt:

2
r

4 =~ (B =sin(p))

2
4, :R2(oc —sin(a))
mit den jeweiligen Segmentwinkeln o und B im

Bogenmal3(!).

Die Winkel MsM2P und M,PM; im
gleichschenkligen Dreieck M,M:P
mit den Seiten R, rund r sind
gleich und betragen jeweil die
Halfte des Segmentwinkels o .

Daraus ergibt sich

L o B g (Winkel in Grad)
2 2 2

bzw. L+ % +P — 1 (Winkel im
2 2 2
Bogenmal). Somit ist

2

B=2n-20 und 4 :%(271 — 20, —sin(2r —2a)).
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Vereinfachung mit Hilfe der bekannten Zusammenhange zwischen den

trigonometrischen Funktionen ergibt:

4 = i(2n — 200 —sin(21 —2a.))
sin(p —93) = sin@ cosJ —cose sinJ
sin(2 —2a.) = sin(2m ) cos(2a ) — cos(2m ) sin(2at)
sin(2m —2a.) = 0x cos(2a ) — 1 xsin(2a)
sin(2n —2a) = —sin(2a.)
sin(2¢) = 2sin@ cos®
sin(2m —20.) = —2sina cosa

2

4 =%(2n — 20, +2sina cosa. )

1

A =7r*(m —o +sina cosa)

Das Dreieck M,QP ist rechtwinklig (K ist Thaleskreis Gber M,Q) mit der Hypo-
tenuse 2r und der Ankathete R

bzgl. o /2 bei M,. Daraus folgt

R =2r><cos%. Einsetzen in

2

4, = Rz(oc —sin(a)) fuhrt zu

4 = (2rcos(20c /12)f @

Mit dem bekannten Zusammen-

—sin(a)).

hang (Formelsammlung)

, 1+ cosa
)= [1HC9S® st man T
eo8 2] 2 © 4, z—z(a—sin(a)):r2(1+cosa)(oc—sin(x)

2

2 . .
A2 =r ((X +0l COoSOL —SInoL —SsImao COS(X)
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die Flachenbedingung lautet damit:

LF =1n? = A + A, =r*(n —o +sino cosa )+ 77 (ot +0oL cosa —sino —sina cosat ) /P
T . . .

5 =T —0 +SINO COSOL + 0L +0L COSOL —SINOL —SINOL COSQ -1 /2;x(=1)

0 =sino —a coso. —7 /2

Diese Gleichung ist meines Wissens nur naherungsweise |0sbar. Interessant —

aber bei genaurer Betrachtung einleuchtend — ist die Tatsache, dass es fur das
Problem eine eindeutige Losung o gibt, die nicht vom Radius r der Wiese

abhangt! Die Aufgabe ist also beliebig skalierbar. Ganz gleich, wie grol3 die Wiese

ist, der Offnungswinkel des Kreissegments A; ist konstant. Wegen R = 2rx cos%

bedeutet das auch, dass die Lange R der Leine direkt proportional zum jeweiligen

%

Radius r der Wiese ist: R = 2cos%xr )
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Eine numerische Losung

Nachfolgend ist die Funktion f(a)=sina —a cosa —n /2 gegen den Winkel @ (in

Grad) aufgetragen.
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Der Detailausschnitt erlaubt das Ablesen der Nullstelle bei o* ~109,25° bzw.

o’ ~1,907 (im BogenmaR).
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Mit R=2r><cos%zr><2cos folgt: R ~ 1,158~
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